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Superando
mitos en el
calculo de

circuitos

En la ensefianza habitual de la electrotec-
nia y la teoria de circuitos lineales, existe
una regla casi universalmente aceptada:

el analisis de mallas se restringe a circuitos
planos, y se debe recurrir al analisis nodal
cuando la red presenta cruces no planares.
Este articulo busca derribar ese mito.
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Para mayor detalle analitico, el lector interesado puede
descargar aca el trabajo original de los autores.
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La costumbre de limitar el analisis de mallas a cir-
cuitos planos no proviene de una imposibilidad
fisica de las leyes de Kirchhoff, sino de una simpli-
ficacion metodoldgica: el uso exclusivo de las de-
nominadas “mallas de ventana” (window meshes),
asignando sistematicamente signos negativos
a los términos mutuos de la matriz de resisten-
cias por analogia con la matriz de conductancias
nodales. Cuando la geometria de la red abando-
na el plano y se vuelve tridimensional, esta regla
mecanica falla si no se respetan rigurosamente
las orientaciones espaciales de las corrientes de
rama.

Se ha discutido extensamente la com-

plejidad y el rechazo que genera en los

estudiantes el formalismo del método
de mallas tradicional,

En foros y congresos recientes se ha discutido ex-
tensamente la complejidad y el rechazo que ge-
nera en los estudiantes el formalismo del método
de mallas tradicional, y en su lugar se proponen
artificios didacticos como “mallas de referencia”
exteriores o inversiones geométricas. Sin embar-
go, desde nuestra perspectiva, estas soluciones
intermedias no resuelven la raiz del problema
conceptual.

Este trabajo expone como, recurriendo al algebra
topoldgica introducida en la fisica por Hermann
Weyl en 1927 y al lema de inversién matricial de
Frobenius y Schur (ampliamente conocido en la
literatura anglosajona como “identidad de Woo-
dbury”), es posible formalizar un teorema de re-
des que establece una transformacién analitica
directa entre la matriz de conductancias noda-
les (G,) y la matriz de resistencias de malla (R,) a
través de sus inversas. Esta formulacién no solo
demuestra la plena aplicabilidad y simetria del
analisis de malla en circuitos no planos (tridimen-
sionales), sino que unifica formalmente las ecua-
ciones deducidas por conservacién de la carga y
por conservacion de la energia.
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Demuestra la plena aplicabilidad y
simetria del andlisis de malla en circui-
tos no planos (tridimensionales), sino
que unifica formalmente las ecuaciones
deducidas por conservacion de la carga
y por conservacion de la energia

Fundamentos: algebra topoldgica y
ramas generales

Para sistematizar el cdlculo en cualquier estruc-
tura, cada elemento del circuito se modela bajo
el concepto de “rama general” (una resistencia en
serie con una fuente de tension y en paralelo con
una fuente de corriente) bajo la convencion de
receptor/consumidor:

() V.=V(R)-V(S)

()1 =I(R)-1(S)

(3 V(R)=R I(R)—I(R)=G V(R)

A partir del grafo de la red, se selecciona un arbol
completo (tree, subindice tr) que conecta todos
los nodos sin cerrar lazos, y el conjunto comple-
mentario de ramas de conexion (cotree, subindi-
ce ctr):

» La cantidad de ramas del arbol define la can-
tidad de nodos independientes.

» La cantidad de ramas de conexién define la
cantidad de mallas independientes.

Apoyandose en el algebra topoldgica introduci-
da en la fisica por Hermann Weyl (1927), se defi-
nen las matrices de incidencia fundamentales:

» Matriz de incidencia de corrientes: A, = [ESf]
» Matriz de incidencia de tensiones: B, = [M/E]
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1 < I

Circuito con las ramas del arbol (rojo: a, b, c, e) y las
ramas de conexion (negro: d, f, g, h, j, i)

Se cumple rigurosamente la relacién de ortogo-

nalidad fundamental M;=-S,,.

A partir de estas relaciones, se construyen la ma-
triz de conductancia nodal G, y la matriz de resis-
tencia de mallaR

(4) G,=G,+S.G. S

ctr ©f°T
(5) RM:Rctr+Mf Rtr M

T

Ambas matrices presentan una estructura formal
idéntica.
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llustracién de la formacién de mallas basada en las ramas de conexién (d, f, g, h, j, i),
que cierran una malla a través de las ramas del arbol (a, b, ¢, e).

El teorema de redes: el puente entre
mallas y nodos

Utilizando la identidad matricial de Frobenius y (6) R, =G .-G, . SpGy. ,SG.,,
Schur (conocida comunmente en la literatura an-

glosajona como “férmula de Woodbury”), las in-

versas de la matriz de conductancia nodal G, ,y (7) Gy, R, -RM. R, MR,
de la matriz de resistencia de malla R, , pueden

convertirse de forma directa la una en la otra:

+V: VRI
+ _ -
o AN
T R ’
500)
/

Circuito preparado topoldgicamente con direcciones de voltajes y corrientes para
el analisis de malla y andlisis nodal, asi como interconexién de la rama general.
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{Qué implica esto en la practica?

» Interconvertibilidad de leyes de conserva-
cién: el andlisis nodal se basa en la conser-
vacién de la carga y el de mallas en la con-
servacion de la energia; el teorema permite
transformar matematicamente sistemas de
conservacion de carga en sistemas de con-
servacion de energia y viceversa.

» Calculo cruzado: es posible calcular las co-
rrientes de malla /,, utilizando exclusivamen-
te matrices y vectores provenientes del anali-
sis nodal, o determinar las tensiones de nodo
V, a partir de los operadores del analisis de
malla.

» Matrices no fundamentales: si se parte de
matrices de incidencia arbitrarias (no funda-
mentales), estas pueden reducirse algebrai-
camente a las submatrices S, y M, mediante
particion e inversion de bloques.

Cdlculo cruzado: es posible calcular

las corrientes de malla ,, utilizando

exclusivamente matrices y vectores
provenientes del andlisis nodal

Demostracion practica: el grafo no-
plano K, de Kuratowski

Para comprobar la universalidad del teorema,
se implementd un caso numérico sobre uno de
los grafos no planos mas representativos: el gra-
fo completo K, de Kuratowski (cinco nodos inter-
conectados todos entre si y diez ramas con resis-
tencias de 1 a 10 Q, junto con fuentes de tensiéon
y corriente).

Se resuelve mediante GNU Octave con precisién
de doble punto flotante:

» Se evaluaron las corrientes y tensiones de
todas las ramas mediante el método nodal
directo, el método de mallas directo y las
conversiones cruzadas mediante el teorema
propuesto.
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» Los resultados coincidieron exactamente en
todos los métodos.

» La consistencia fisica del calculo se validé me-
diante el teorema de balance de potencias de
Weyl (potencia total nula), arrojando residuos
del orden de 10%°a 10*W.

» La discrepancia numérica entre el calculo di-
recto de las inversas y la deduccién indirecta
a través del teorema se ubico en el rango de
+10"%5a #10%4,

Extension y aplicaciones en la ingenie-
ria actual

El alcance de este desarrollo no se limita a redes
puramente resistivas de corriente continua:

» Régimen permanente senoidal (AC): las ma-
trices de resistencia y conductancia se gene-
ralizan sustituyéndolas por matrices de im-
pedancia Z(jw) y admitancia Y(jw) en el plano
complejo.

» Procesos dinamicos y transitorios: mediante
la transformada de Laplace, los operadores
admiten expresiones operacionales Z(s) e Y(s).

» Sistemas acoplados multifisicos: la formula-
cion matematica es directamente extrapola-
ble a balances de cantidad de movimiento,
masa y energia acoplados (redes hidraulicas,
térmicas o de transporte).

Impacto en el disefo y operacién de
redes

En aplicaciones de tiempo real —como los algo-
ritmos de proteccion digital en redes eléctricas
inteligentes (Smart Grids), estimadores de estado,
filtros de Kalman y biosensores 3D—, la dimen-
sién del sistema puede demandar un costo com-
putacional critico o presentar matrices mal con-
dicionadas.

Este teorema brinda al ingeniero y desarrolla-
dor la libertad analitica de formular y optimizar
el problema en el dominio numéricamente mas
estable o computacionalmente mas ligero (malla
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0 nodo), disponiendo de un puente exacto e ins-
tantaneo para obtener las variables del otro do-
minio sin pérdidas de informacion ni restriccio-
nes topoldgicas.

Este teorema brinda al ingeniero y
desarrollador la libertad analitica de
formular y optimizar el problema en el
dominio numeéricamente mds estable o
computacionalmente mds ligero

Consideraciones histdricas y de rigor
en la literatura tecnica

Un aspecto de notable valor conceptual que
acompana esta demostracion es el rescate de las
fuentes matematicas originales, muchas veces
eclipsadas por la bibliografia técnica estandariza-
da:

» Hermann Weyl (1927) introdujo temprana-
mente la topologia combinatoria y el célcu-
lo matricial en las redes de conduccidén, anti-
cipando en varias décadas formulaciones de
balance de potencias que la literatura poste-
rior atribuy6 con frecuencia a otros autores.

» Hans Ferdinand Mayer (1926) publicé en Ale-
mania el circuito equivalente en paralelo con
fuente de corriente y conductancia, trabajo
que en gran parte de la literatura técnica oc-
cidental se conoce exclusivamente como el
“teorema de Norton” (quien lo formul¢é inter-
namente en Bell Labs en 1927).

» Ferdinand Georg Frobenius (1912) e Issai
Schur (1918) desarrollaron los complementos
matriciales y el lema de inversidon que senta-
ron las bases de las operaciones de bloques
que hoy se denominan “férmula de Sher-
man-Morrison-Woodbury”.
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Conclusiones y perspectiva editorial

Desde el punto de vista del desarrollo de soft-
ware de simulacién industrial masiva (como el
método MNA en herramientas tipo SPICE), el ana-
lisis nodal continua siendo el estandar predomi-
nante debido a la dispersiéon matricial y la facili-
dad de implementacién algoritmica.

Sin embargo, en el terreno de la teoria funda-
mental de circuitos y la didactica avanzada, la de-
rivacion presentada por los autores aporta dos
clarificaciones de alto valor:

» Superacion del dogma de la no-planaridad:
demuestra rigurosamente que el analisis de
mallas es plenamente aplicable a circuitos tri-
dimensionales o no planos, siempre que se
formule bajo el concepto de mallas funda-
mentales del arbol y no mediante la inspec-
cién simplista de “mallas ventana”.

» Cierre analitico de la dualidad: establece un
puente explicito entre las matrices de conser-
vacion de energia y conservacién de carga,
brindando una herramienta conceptual ele-
gante para la ensefanza de la teoria general
de redes eléctricas y grafos. g®



